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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ПЕЧАТАТЬ ПОЗВОЛЯЕТСЯ 

съ т^нъ , чтобы по напечатан1и представлено бьмо въ Ценсуриьп'! 
Комитетъ узакояеявее чвс«10 экземпляров!». СПетербургь 15 Марта 
1857 года. 

Цевсоръ А. Фрейгангъ. 



предисловие:. 



ВсЬмъ известно, какъ полезна и необходима для 
практпческихъ вычисленш теор1Я численныхъ при- 
ближешй, имеющая предметомъ р'Ьшеше задачи: по 
даннымъ ошибкамъ чиселъ, входящихъ въ Формулу, 
определить степень точности самой Формулы, а так- 
же Р'Ьшеше и обратной задачи; почему я и соста- 
вилъ эту брошюру, следуя по большой части сочи- 
нон1ю: ТЬёопе §епега1е йез арргохттаНопз питёп- 
диез, раг УхеИЬ. 
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Стр. 

Предварительныя понят1я 1 

Р^ЬшенЕе двухъ главвыхъ вопросовъ теор1и приближен!]!, отво- 

сящихся къ д:Ьйств1ямъ : 

Сложеи|'я 7 

Вычытан1я 12 

Умножешя и возвышев1я 16 

Способъ сокращевнаго умпожен1я 24 

Д:Ьлев1е 30 

Способъ сокращевнаго 4Ълев1Я 35 

Иавлечев1е корвей 41 

Способъ сокращевваго извлечев1я квадратнаго корня 48 

Общ1Я Формулы приближевШ и ихъ ириложенЕЯ 55 

Опред'Ьлев1е иогр1>швостей при вычислев1и количествъ посред- 

ствомъ строкъ 70 







ЗАМ'БЧАТБЛЬНЫЯ ОПЕЧАТКИ. 
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ТЕ0Р1Я ЧИСЛЕННЫЖЪ ПРИБЛИЖЕНА. 



Оредварительныя аоняф1я. 



1 • Когда вгь численныя вычислен! я вход ять числа 
не совершенно точныя, тогда всяк1Й разъ предста- 
вляются два вопроса: 

1^. По даннымъ значешямъ чиселъ, соизм'Ьрииыхъ 
ОЛЯ несоизм'Ьримыхъ , входящихъ въ вычислен]е, 
каждое съ изв'Ьстною степенью приближен1я, тре- 
буется опред'Ьлить степень приближен1я результата; и 

2° на оборотЪу съ какою точностью надо взять 
каждое изъ чиселъ, входящихъ въ вычислев1е, что- 
бы результатъ его им'Ьлъ желаемую степень при- 
ближешя. 

2. Для р'Ьшеи1я этихъ вопросовъ надо предвари- 
тельно усвоить сл'Ьдуюпця поият1я: 

Абсолютною погртьшностью какого нибудь числа на- 
зывается разность между этимъ числомъ и другимъ, 
взятымъ вм'Ьсто перваго; наприм^ръ, если вм'Ьсто 



^во всемъ посд^дующемъ мы будить искать искомые 
результаты съ недостающею погрешностью. 

Относительная ошибка даетъ о схепени точности 
вычисленнаго результата бол'Ье ясное 1гонят1е ч'Ьм^ 
абсолютная погр')Ьшнось. Наприм^ръ, при изМ')Ьреня 
какоЗ нибудь длины, недостаточно знать что погр'1ш- 
ность изм'Ьрен1я мен^е 1 Фута; потому что въ та 
время , какъ этою ошибкою можно пренебречь при 
изм'Ьренной длины въ 1000 Футовъ, эта же ошибка 
д'Ьлается значительною при длин'Ь въ 10 Футовъ; въ 
первомъ случа'Ь относительная погр'Ьшность мен'Ье 
0,001; а во втором мен^е 0,1. 

3. Сл'Ьдующ1я дв'Ь теоремы опред'Ьляютъ зависи- 
мость между относительною погр'Ьшностью резуль- 
тата и чвеломъ точныхъ его циФръ, считая ихъ отъ 
первой №ачущей сл']^ва. 

Тверема 1-я. Относительная ошибка щлаго или де~ 
еятичнаго числа ^ сь правой стороны которого отбро^ 
шены одна или нгьеколько цифрь^ и замгьненныя нулями^ 
если онгь находились съ лтьвой стороны запятой ^ мешье 
десятичной единицы ^ порядокъ которой равень числу 
безь единицы остаеленныхь цифръ^ считая иось оть пер-* 
вой значущей слтьва. 

Пусть въ числ'Ь а, согласно съ теоремою, посл'Ь п 
первыхъ значупдихъ циФръ, отброшены всЪ проч1е; 
надо доказать, что относительная ошибка прибли- 

женнаго числа мен-Ье ^^^^ 

Оэначихъ абсолютную погр'Ьшность чрезъ а; чи- 

1* 
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1;до а -— а будетъ приблизительная недостающая ве«- 
личина а съ п точными знаками. Пусть к ики едини- 
цы самаго высшаго и самаго нисшаго разряда числа 
й — а, напрнм'Ьръ, для числа 0,00321 , А; = 0,001, 
«,;= 0,0000 1 ; ояевидно, что 

|н». а «<14 и а > й. 

Но, разность въ порядкахъ единицъ & и и равна чи- 
слу п — 1 , ибо число точныхъ циФръ въ а — а рав- 
но п; сл'Ьдовательно Л=1|. 10**~\ и 

а <и и а> ««. |0 , 
гд'Ь знакъ >> неисключаетъ и раинства. Отсюда 
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^ < 101^' "^и н. б. д. 

Напримтьръ^ относительная погр'Ьшносп числа, 
314,159, зам'Ьненнаго числомъ 3 1 4, 1 меньше 0,001; 
относительная погрешность числа 31 41 59, зам^неп- 
наго числомъ 310000 меньше 0,1. 

Обратная теорема не всегда им'Ьеть м'Ьсто, потому 
что изъ неравенства 

въ которомъ а>г«. 10**""% нельзя еще заключить, 
что а «< и, потому что оно очевидно можетъ суще- 
ствовать иногда и при а >> и. 

4. Теорема 2-я. Если недостающая относительная 
погрешность приближеннаго числа ментье десятичной 
единицы извгьстнаго порядка^ то въ приближенномь чи- 
сле^ или вс1ь значущгя цифры^ числомь равнымь поряд^ 



«ту десятычиоые&шныцы, &1/дуть впряы, млм, •овсл1Г(мго 
с^учап»^ йшйыбка будешь мешьеедытщи порядка поемьд^ 
лей ызь тгьхь змачущихь цшфрь, 

Д-Ьйствительно, по предпа10жен1Ю 

но, какъ очевидно, что 

а<и. 10% 
то необходимо чтобъ а << м, ибо въ противномъ еду- 
ча-Ь ори а >> у, по разд^енш на а <С м* Ю*^, выщдо 

бы что ^ > ^^. 

Ъ. Зам1ьчан\е. Если вмЪсто числа а = 398,0123 
возьмемъ прибдижениую величину 397,7, то относи- 
тельная пог|гЬшность г^х^^ будегь мен-Ье ^: поэто- 
му, согласно съ теоремою 2-ю, можно сказать, что 
число 397,7 разниться отъ истиннаго мен'Ьо чЬмъ 
на единицу. Однако, нельзя въ немъ отбросить по- 
сл1>днюю цифру 7 и взять только три первыя; ибо 
число 397 отличается отъ истиннаго на величину 
1,0123 большую единицы. Эта ошибка произошла 
оттого, что принявъ 397,7 за приближенную вели- 
чину, мы д'Ьлаемъ ошибку 0,3123 меньшую едини- 
цы, да отбросивъ потомъ еще 0,7, полная ошибка 
будетъ 0,7 -н О, 3123= 1,0123 больше единицы; 
каждая изъ ошибокъ мен'Ье единицы, сумма'же нхъ 
больше единицы. 

Отсюда сл'Ьдуетъ , что изъ того, что относитель- 
ная ошибка приближеннаго числа мен^^е ^^^, нельзя 
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еще заключить вообще, что въ этомъ чусл'Ь веЬ п 
циФръ в1>рны, посл'Ьдняя можетъ разниться отъ 
истинной на единицу. Однако существуетъ весьма 
2 простое и общее средство сд']Ьлать вс^ п значущ1Я 

I цифры в^Ьрнышшг стоить только послгъднюю изь п 

щ ^ щфръ увеличить единищю. Такъ въ предъидущемъ 

прим'Ьр'Ь, взявъ вм'Ьсто 397,7 число 398, посл'Ьдняя 
цифра будетъ в'Ьрна н погр'Ьшвость будетъ мен'Ье 
единицы; ибо ошибка т этомъ случа'Ь будетъ раз- 
ность ошибокъ: 0,3123 и 0,3, изъ которыхъ каж- 
дая меньше единицы, а потому , разность ихъ и псь- 
давно меньше единицы. Хотя^ чрез']^ такое при- 
веден1е, всЬ п циФръ приближеннаго числа и бу- 
дутъ в'Ьрны , но , какъ обыкновенно бываетъ неиз- 
в'Ьстно, которая изъ д'Ьлаемыхъ при этомъ ошибокъ 
бол-Ье, то мы не будетъ знать выражаетъ ли прибли- 
женное число истинное, съ погр'Ьшностью недостаю- 
щею или съ ошибкою избыточною. Впрочемъ 9ТО 
неудобство не им']&етъ большаго значен1я въ практи- 
ке, т^ыъ бол'Ье что мы покажемъ впосл'Ьдств1и какъ 
его можно изб'Ьжать. 

И такъ мы можемъ установить сл']&дующее правило: 
Если недостающая относительная ошибка приближен- 
наго числа ментье единицы извгъстнаго порядка^ то въ 
числгь надо взять столько первыхъ слтьва значущихб 
цифръ, {отбросивь остальныя) сколько единица въ поряд-^ 
К1ь десятичной единищг^ представляющей ближайшгй 
большгй предгьлъ ошибки^ и увеличить последнюю изь 
взятылсь цифрь единицею; результать будешь гшшпь 



ошибку меньшую десятичной едшпщы норядна ёюсллд^ 
ней изъ оставленныхь цифръ. 

Въ этомъ смые.11к мы всегда и будемъ понимать, 
что въ числ'Ь находиться столько то точныхъ циФръ. 

Перейдемъ теаерь къ [гЬшешю двухъ гдавныхъ 
вопросовъ о приближен! яхъ ддя каждаго изъ шести 
основныхъ дШств!!! надъ чисааши. 

Сло«веи1е. 

6. Дано н'Ьсколько чиселъ а^б, с,.... которыхъ 
прнближенныя величины съ недостающими абсолют- 
ными ошибками суть а ^- а, 6 — р, с — у» . . . Абсо- 
лютная ногр'Ыпность суммы будетъ 



и.1и 

то есть сумма частныхъ ошибокъ слагаемыхъ. Тутъ 
результатъ а — а-н6— — ^н-е — •у-н . •• им^Ьетъ не- 
достающую погр'Ьшность; если же частныя ошибки 
а, ^, у, . . . будутъ н'Ькоторыя недостающ1Я , друпя 
избыточныя, тонервыа погрЬшностивойдутъвгь сум- 
му ач^§-^у-^-... со эиакомъ -ч-, а вторыя со зна* 
комъ -^ у но численная величина ошибки суммы бу-» 
детъ все таки менЬе суммы численныхъ величиям 
ошибокъ слагаемыхъ , хотя то««>ко нельзя будетъ 
тогда сказать будетъ ли ошибка суммы недостающая 
или избыточная , ибо обыкновенно бываютъ изв^ет« 



о 



пред^ъ искомой суммы, то есть, наорим'Ьръ/<^умму 
единицъ высшихъ разрядовъ слагаемыхъ, чрезъ а 
искомый пред'Ьлъ абсолютной погрешности каждаго 
слагаемаго, и чрезъ р число слагаемыхъ^ пред'каъ 

относительной погр-Ьшности суммы, или — ""*"""*"'" 
будегь мен^е т^; но, какъэтотъпред'Ьлъ суммы дол- 

женъ быть меньше т^ , то полагаемъ 

То есть каждое слагаемое надо взять се абсолютною 
по?ргьшностью меньшею прог^зведенгя азь искомаю пре-- 
дп>ла ошибки суммы нее частное отъ раздгьлетя величи- 
ны суммЫу ввятой по недостатку, на число сламемыхь. 
Замтьчанге. Если сумма, 5, данныхъ чиселъ бол^е, 

р, числа ихъ, то -^ > т^^; сл'Ьдовательно въ тако1(1Ъ 

случа'Ь^ каждое слагаемое достаточно взать съ абсо* 

лютною погрешностью равною ~^. 

Примгьрь. Требуется вычислить сумму 



у^_ьУ10-|-У0,05 



съ четырьмя точными циФрами , то есть съ тремя 
точными десятичными знаками. 

Зд^сь 5 = 4, ;> = 3, п = 4, потому должно быть 

4 



а< 



3.10** 



ДЛЯ чего достаточно им^ть а = тк! « 1'о есть каждое 



ю 



с^аггГвиое надо взять еъ четырьмя точными десятич- 
ными внаками. Сд'каавъ это, подучимъ 



У 3= 1,7320, У10 = 3,1622,У0,05 = 0,2236 

Сумма 5,П7в в'Ьрна только до третей десятичной 
цифры, потому ^.отбросивъ четвертую десятичную 8 
и увеличивъ треты» 7 единицею , согласно съ зам'Ь- 
чан1емъ п^З, получивгь требуемую сумму 5; 11 8 в'1^р- 
ною съ четырьмя знаками. Относительная ошибка 
этой сув1мы будетъ, п°3» мен^е 0,001 всей ея ве- 
личины. 

Въ оредъидущемъ мы не определили будетъ ли 

ч. - 

абсолютная ошибка вычисленной суммы недостаю- 
щая или избыточная. Для р'Ьшен1я 9таго, надо въ 
сумм'Ь вычислить одну лишнюю точну|# циФру; для 
чего каждое слагаемое надо взять съ одною точною 
цифрою бол'Ье, именно: 

1/3=1,73205, 1/10=3,16227, У 0,05=0.2аЗвв. 

Сумма этихъ чиселъ 5,11792 в^рна до —4, потому 

означивъ чрезъ в точную величину искомой еумны, 
имЬемъ 

« = 5.11792 -»- 8. (8<^^); 
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5,н792=5,т-»-б, (в<;-;,=^з). 

следовательно 



* 11 

Такъ какъ аред'Ьлъ ошибки $ -н е бол'Ье т^, '!^о оо- 

кам'Ьсть нельзя еще ничего сказать о качест1гк ошиб- 
ки числа 5,117; надо вычислить УЗ» У 10, У0,05 
еще съ одною лишнею циФрою. Взявъ 

У 3 = 1 ,732050, У 1 = ЗН 62277, 

У0,05=0,223606 

сумма ихъбудетъ5,1 17933в^Ьрна ^; слЬдовательио 

«=5,117933^8, (5<4^) 
но 

5,117933Г=5,117-не, (е<^^5)» 
потому 

«=5.11 7-*- (8 -не), (« н- е < ?^, < :15) • 

И такъ число 5, И 7 им'Ьетъ недостающую иогр'Ьш- 
ность, а число 5,118 избыточную. 

Это же видно еще изъ сл'Ьдующаго: число 5,1 17933 

в'Ьрно т^, стало быть къ числЬ 5,1179 вс^ циФры 

точныя; но число 5,1 179 бол'Ье 5,1 17 имение 5,118. 
8. Другой соособъ р']^шен1я того же вопроса овы- 
числеи1и суммы съ данною погрешностью, основан- 
ный на опред'Ьлен1и относительной погр'Ьшности ела- 
гаемыхъ, состоитъ въ сл']Ьдуюшемъ: относительная 

ошибка суммы должна быть мев^е ттц , а намъ из* 

гкстио> что эта ошибка мен'Ье наибольшей изъ оши- 
бокъ слагаемыхъ, п^б; сл'Ьдовательно для р'Ьшен^я 
вопроса достаточно, каждое слталмое влать сь> отн(^ 
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или 6; но, какъ обыкновенно, изв'Ъстны только преде- 
лы ошибокъ а и ^, а не самыя ихъ величины, то 
нельзя будетъ знать которая изъ нихъ бол4Ье, а по- 
тому нельзя будетъ ничего сказать о знак'Ь ошибки 
разности, и сл'Ьдовательно нельзя будетъ приложить 
къ ней правило приведенвя п^5. 

Относительная ошибка разности а — 6, въ случать 
противоположныхъ ошибокъ членовъ ея, будетъ мешье 

""^^ , а сл'Ьдовательно мен'Ье удвоенной наибольшей 

изъ абсолютныхъ ошибок» членовь ея , разделенной на 
искомую разность^ въ. которой уменьшаемое надо за- 
М'Ьнить меньшим7> числомъ, а вычитаемое большимъ, 
ибо въ точности' эти числа не известны. 

10. РазпоЫпь а — 6 требуется вычислить сь п точ- 
ными цифрами^ сколько нужно взять цифръ &ь каждомъ 
изъ членовъ этой разности? 

Взявъ а по недостатку, а 6 съ избыткомъ, относи- 
тельная ошибка разности а — 6, согласно съ вопро- 

сомъ, должна быть мен'Ье т^п ; для чего надо поло- 
жить 

2а ^ 1 



гд-Ь а выражаетъ пред'Ьлъ наибольшей изъ ошибокъ 
чиселъ а п Ь; отсюда 

Сл'Ьдовательно , для р'Ъшешя вопроса, взявъ умень^ 
шаемое а по недостатку, а вычитаемое Ь съ избыткомъ^ 
каждое изъ втихь чиселъ надо взять съ абсолютною 



ш& 



съ относительною погр-Ьшностью ^^^ то ^ь съ че- 
тырьмя точными десятичными знаками. 
Для этаго прим'ЬрауВЪФормул'Ь Л^ ^"*Т^ -» вм'Ьсто чи- 

слителя У2-+-У3 — 7с= 0,004 . . взявъ т^, она 

обратиться въ ^^ ; сл'Ьдовательно V 2 -н У 3 надо 

взять по недостатку, а тс съ юбыткомъ, то и другое 
съ осемью точными десятичными знаками. Между 
т'ЬмЪу какъ взявъ У2н-1^3 и тс, первую сумму по 
недостатку, а вторую съизбыткомъ, только съ пятью 
десятичными знаками, абсолютная ошибка разности 

{п^9) будетъ мен']Ье |^, или ыев'ке т^, то есть бу- 

детъ требуемая. 

Выражен1е тс съ избыткомъ при пяти точныхъ де- 
сятичныхъ знакахъ будетъ 

3,14160. 

Для вычислешя У2-нУЗ по недостатку съп^тью 
точными десятичными знаками, надо каждое слагае- 
мое п^7, взять съ шестью десятичными циФрами, 
именно 

У2= 1,414213, У3= 1,732050. 

Сумма этихъ чиселъ равна 3,14627, (п^5); чтобы 
опред']^лить будетъ ли эта сумма съ ошибкою недо- 
стающею вли избыточною, надо взять въ У 2 и въ УЗ 
по одной лишней цвФры. Цолучимъ 

У2:^ 1,4142135, УЗ = 1,7320508, 
У2н-У3 = 3,1462643; 
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а означивъ точную величину У2 -нУЗ чрезъ в, бу- 
демъ им'Ьть 

5 = 3,1462643 4-6, (5<}^в); 



но 



3,1462643 = 3,14626-1-8, (з^^^^^), 
сл'Ьдовательно. 

*=3,14626-ь(8-н*), (8-нб<;^^<:^1) 

Такъ какъ ошибка 8 -не ^1^9 то 3,14626 выра- 

жаетъ 5 съ недостающею ошибкою, а 3,14627 съ 
избыткомъ. 

Произведя теперь вычитан1е 

3,14626 — 3,14160 
получимъ разность 0,00456 съ ошибкою меньшою ^; 
следовательно, [п^5): 

У2^УЗ-7С = 0,0046н-?;. (?<}^.). 

У111ножен1е и возвышенЕе. 

1 1 . Теорема. Недостающая абсолютная ошибка про-- 
изведетя шьсколь^ихь чиселъ меньше суммы произведем 
тй каждого множителя на есть другге; а относитель^ 
ная ошибка произведетя по недостатку метье суммы 
относителшыось погрешностей его множителей. 

Произведен1е буде1;ъ им'Ьть недостающую погр'Ьш- 
ность, если каждый его множитель будетъ взятъ ао 
недостатку. 
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Для двухъ множителей а и 6, которыхъ прябла- 
женныя величины по недостатку суть а—~а^Ь'-^Рщ 
произведете будетъ им'Ьть недостающую аогр'Ьш- 
ность равную 

об— (а— а)(6— Р)=а^н-6«— о^, 

что меньше а^ -+• Ьа. Сл'Ьдовательно, абсолютная по- 
^р'Ьшность произвен1я двухъ мв1тсителей мен'Ье сум- 
мы произведен1Ё изъ каждаго множителя на ошибку 
другаго. 

Относительная погрешность прев8веден1я двух4 
множителей будетъ .; 

арннЬа а р 

оо а Ь' 

И такъ теорема доказана для двух'1> Множителей. 

Положнмъ теперь, что эта теорема справедлива 
для пронзведен1я Р=:аЬс . • • / изъ р множителей; до- 
кажемъ, что она будетъ справедлив^ для рн-1 мно- 
жителей. Пусть новый множитель есть т; основы- 
ваясь на доказанной справедливости теоремы для 
двухъ множителей, абсолютная и относительна^ 
ошибки произведешя Рт = аЬс ...1т, будутъ соот- 
ветственно мен^е 

Ет^Р^. = Рт{^^^У 

и } (р) 

Р ~^ т^ 

где ^Б и |1 соответствеиныя абсолютныя ошибки Р и 
т. Называя же теперь чрезъ а, ^, у, ... X соответ- 
ственныя абсолютныя ошибки а, 6^ с, ... 4 вследствге 

2 
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допущен1я теоремы для произведен1н Р = аЬс . . . /, 
им^мъ 

^ <С &!С, • • ^а -*- « с . . /р -ь а6 . . /у -н . . . -+- а6 с . • ЛХ 
или 

А'<а^..../(-;--н1н-...н-4) 

<« Подставляя же въ предъидуиия выражен1я {р) оши- 

бокъ произведен1яа6(!^. • /т, вм^^сто^? величину боль- 
шую: аЬс . ... /( — -Ну -+- ...-Ну), а вм']Ьсто 

Р = аЬс . . . /, абсолютная ^^р'Ьшность произведен!» 
Рт изъ р -н 1 множителей буд^ъ и подавно мен1;е 

абс . . . /т ( — -#- г -*- • • -ь 7- -*- ~ I = 

= 6с .'^ та -н ос ... «Ир -*-... -н а5с . . . /{1, 
а относительная ошибка того же произве^#В1я меы'Ье 

I « I ... -ш I • 

а о / ш ' 

что И надо было доказать. 

Такъ какъ теорема справедлива для двухъ множи- 
телей, то, по доказанному сейчасъ, заключимъ что 
она будетъ справедлива для трехъ, четырехъ, и т.д. 
множителей; сл'Ьдовательно теорема справедлива и 
вообще. 

При вычисленш ошибокъ произведен]я по предъ- 
идущимъ Формуламъ количества а, р, у, • . . зам'Ь- 
няются данными ихъ высшими пред'Ьлами , а коли- 
чества а, Ьу €, . . надо зам'Ьнить избыточными числа- 
ми для абсолютной погр'Ьшности, и недостаточными 
д^1я относительной. 
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Замгьчанге. Разум'Ья подъ а^ Ь^ с , . ^ какъ се&часъ 
сказано, избыточныя числа, можно доказать что во 
всЬхъ случаяхъ абсолютная ошибка пррвзведен1я 
мен'Ье пред']^ла оаред']^лениаго теоремой, только нельзя 
будетъ вообще сказать что эта ощибка недостающая 
или избыточная. 

На самомъ 1^ если ошибки атЬ об-Ь избыточныя, 
то абсолютная ошибка произведення аЬ будетъ 

(а-ьа)(6-ь^) — а6 = аР-1-(6-#-.р)а 

= (ан-а) ^-+-(6-^-р) а — ар, 

что меньше (а-ч-а)Р-1-(6-1-р)а, и которое прои- 
зойдетъ отъ а^ -ь бос, если вм'Ьсто а и 6, какъ и долж- 
но, взять числа непосредственно больш1я. 2^. Если 
ошибки а и Ь различныхъ знаковъ , то ошибка про- 
изведешя аЬ будетъ 

а6— (а=4=а)(6=Ьр) = =р[{анра)р — 6а], 

что всегда меньше а^н-ба, если вм-Ьсто а и 6 возь- 
мемъ больш1е пред'Ьлы. 

Слтьдствге 1-ч>е. Если одинь множитель произведенгя 
им1ьетъ точную величину^ то абсолютная ошибка тас- 
каю произведенгя ментье произведенгя изъ точнаго мно- 
жителя на ошибку нетючнаго^ а относительная ошиб- 
ка, менп>е относительной ошибки неточнаго множителя. 

Слтьдствге 2-ое. Относительная погртьшность степф' 

ни члкла , зашьненнаю приближенною величиною по но- 

достатку , менп>е относителшой ошибки этою числа^ 

умноженной на показателя степени; потому что, по- 

2* 



ч. 



»ш 



можетъ быть удовлетворено различнымъ образомъ; 
просгЬйшее р'Ьшен1е будетъ въ томъ случаЬ , когда 
^;^. ооложимъ что ошиб^си а,^,^, ... пропорцюнальны 
евоимъ числа^ъ а, 6, с, ... , именно, что 




*' — 1— X— —й 

Ь~ Ь~ с ^* 

Чрезъ это, пред'^рдушее неравенство обратиться 
въ рв <; Тлп , означая "чрезъ р , число множителей, 
а, &, с, . . ; откуда 

И сл'Ьдовательно 

^^^л^' Р^^По*»' '1^^^!^' — 

то есть абсолютная ошибка каждаго множителя долон:^ 
на быть менгье произведенгя изъ даннаго предгьла отно^ 
сительной ошибки произведенгя на частмое отъ раздпг- 
ленгя этаго множителя на число множителей. 

Если числа а, 6, с, ... , которыя въ предъидущихъ 
Формулахъ, надо заменить приближенными по недо- 
статку, бол'Ье р, числа множителей, то достаточно 

взять погр']Ьшности а, р, у, . . каждую мен'Ье т^, чрезъ 

что относительныя ошибки — , -|-, --,... будутъ 

т'Ьмъ бол^е мен'Ье т^ ; то есть, (п° 3) , а, 6, с, . . . до- 
статочно будетъ взять съ п -I- 1 точными цифрами. 
Если же а, 6, с, . . . мен'Ье р, то всл'Ьдств1е того что р 

обыкновенно мен']Ье 10, иначе вычнслен1е надо про- 

1 
изводить посредствомъ логориемовъ, количество — ^^ 



6} деть мен-Ъе |0|ггг* сотому гь этот» саучаЬэ д^я 
удовлет»орен1я веравенству д < —5^» надо швать каж^ 

дую иаъ погръшвостен "^ "^э "^ » • • • жш-ке 7ж*ч* '21ай^^ 
то есть а, 6, с, . • • надо взять съ п -«* 8 точныив цв* 
фрамв. Сд'Ьдоватедьво: 

/1ля вычислемя праыэведетя аЬсЛ ... ев п IяочIIЫ^NII 
цшфралт^ надо взять множытелы^ которыхь вФмпмна 
бомье числа ваьзсъ множителей^ еь п-#- 1 точпылм ни- 
фр4иШу а всгь прочге сь п-^Ч цифреитл. 

Слпдстеге 1-«. Если одинь изь двухь мноокителей а 
или 6, наприм1ьръ 6, имгьеть точную величину^ то от- 

носительнаяаштбка другою^ — , должна быть мешье г^, 

то есть другой мноо§ситель долженьбыть озять с«пн-1 
точными зн€жами, 

Слпдетвге 2-ое. Для того чтобы степень а^ имп^ла 
п точныхб цифрь^ надо основали а взять ев п -ч- I ци« 
фрами^ если величина а болле п), и ев п-н 2 1(и]^рали 
въ противномь случагь. 

11римгьръ. Вычвслить произведси1е тс У 2 съ че- 
тырьмя точными циФрамв. 

Множитель тс = 3.1415926 . . . бал'Ье 2, а 
У = 1,41421 . • . мен'Ье 2; следов, тс надо взять 
съ пятью точными цифрами, а V 2 съ шестью. Вы- 
числивъ произведеше 3,1415 X 1,41421 получимъ 
число 4,44174..., сохранивъ въ которомъ четыре 
знака, получимъ искомое число 4,442. 
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Когда посл'Ь ариведешя найдениаго произведен!» 
къ его точнымъ циФрамъ , ошибка отъ этаго проис- 
ходящая , вм']Ьст'Ь съ ошибкою « происходящею отъ 
способа самагоумножен1я,даетъ сумму бол-Ье одной, 
но не бол'Ье двухъ единицъ порядка- посл'Ьдней изъ 
циФръ 9 которыя надо удержать в» произведенш , то 
эту посл'Ьдную цифру, надо увеуючить единицею, со- 
гласно съ п° 5. Только въ такихъ случаяхъ смыслъ 
ошибки не будетъ изв'Ьстевъ, а для опред'каешя его, 
надо будетъ вычислить въ произведен1е одну лиш- 
нюю Цифру, въ нашемъ прим'Ьр'Ь пятую пиФру; для 
чего цифру 6 единицъ множителя надо подписать 
подъ 8 сто-тысфмными долями множителя и произ- 
вести вновь дМств1е, какъ въ предъидушемъ при- 
м-Ьр*. ' • . 

Замтьчангя. Если множимое, пос^1'Ь циФры 8, ко- 
торой соотв^тствуетъ высшая циФра 3 множителя, 
не им']Ьло бы бол'}}е циФръ, т. е. если бы циФры 5 
не существовало , то первое частное произведете 
647034 было бы точное; а потому, изъ предъиду- 
щаго выражен1я пред-Ьла ошибки, надо было бы вы- 
кинуть цифру 3, и пред'Ьлъ ошибки будетъ въ та- 
комъ случае 0,000 1 (6 н- 7 -ь . . . н- 2 -н 1 ). Пр^д- 
положивъ, что множимое не им'Ьло бы еще одной 
цифры справа, и было бы 2,1367, то дополнив1| 
множимое нулемъ, чтобы подписать подъ нимъ циф- 
ру 3 множителя , первыя два частныя пройзведен1я 
были бы в'Ьрны, а пред'Ьлъ ошибки произведен1я бу- 
детъ 0,0001 (7-н8-+-9-^5-4-2-ь1);и такъдал^е. 
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1 5. Теоршма. Абсолютная ошибка частнаго^ прибли- 
жеинаго по недостатку , ментье суммы произведетй изь 
ошибки д1ьлимаго на дгьлителя и изьдпиимаго на ошиб- 
ку дгьлителя^ разделенной на квадратъ дтьлителя; от- 
носительная же ошибка такаго частнаго равняется сум- 
мть относительныхь ошибот дгьлимаю и дгьлителя. 

Пусть а -га и 6ч~^ приближенные члены част- 
наго -^ , первый по недостатку , а второй съ избыт- 

комъ. Частное т^ будетъ илгЬть недостающую о- 
шибку и его абсолютная ошибка равна 

а а— а ар-%-Ьа 

что меньше 

относительная же ошибка получится отъ разд'Ьлен1я 
нредъидущеИ на |, именно она будетъ мен'Ье 

ай-ь6а а 6 

-^— г— » или - -+- т- 
аЬ а Ь 

При вычислен1и пред'Ьловъ предъидущихъ оши- 
бокъ надо, для опред'Ьлен1я абсолютной П01р']^шно- 
сти, а и Ь входящ1е въ числителя , брать съ избытг 
комъ, а знаменатель Ь по недостатку. 

Замгьчанге. Если д'Ьлимое возьмемъ съ избыткомъ. 



от 

а делителя по недостатку, то абсолютная ошибка 
частнаго -^ будегь 

Когда же ошибка д^димаго и д^М^теля им-Ьютъ 
одинак1е знаки, то абсолютная погр-Ьшность частна- 
го выразиться чрезъ 

Ь^ Ь~ Ь (6±др) ' '^^^ ^ (6-Р)** 

Сл-Ьдовательно, абсолютная ошибка частнаго - вы- 
ражается всегда одною и тою же Формулою 

въ которой надо зам-Ьнить а и ^ высшими ихъ пре- 
д'Ьлами, количества а и 6, входянце въ числителя, 
приближенными числами съ избыткомъ, а число 6, 
входящее въ знаменателя , по недостатку ; только 
нельзя будетъ знать качество этой ошибки. 

Слгьдстеге 1-е. Абсолютная ошибка частнат^ при 
точномь дгьлителть^ равняется абсолютной ошибки дп>- 
лимаго у разделенной на дгьлителя; а относительная 
ошибка частнаго равняется относительной ошибки дгь- 
лимаго. 

Слтьдствге 2-е. Абсолютная ошибка частнаго ^ при 
точномь дтьлимомъ^равняется этому частному ^умножен- 
ному на отношенге абсолютной ошибки дгьлителя кь при- 
ближенной величина дгьлителя; а относительна я ошибка 
частнаго мешье относительной ошибки д/ьлителя. 



38 



меныиую ^ , будешь менгьв единищг разделенной на зна- 
менателя данной дроби, 

Напримъръ, частное отъ разд'Блеи1я ^^ = ■ 

будетъ в-Ьрно до ^^^^^13 ^^^ меньше 5^; т. е. въ 
этомъ частномъ можно расчитывать на нервыя шесть 
десятичныхъ знаковъ. 

17. Числа а и Ъ даны по прибл'иженгю^ каждое еь 
о точными цифрами, требуется опред'Ьлить число точ- 
ныхъ цпфръ въ частновгь ^? 

Относительная ошибка каждаго изъ а и 6, мен'Ье 

^^п— 1 » сл'Ьдов. относительная ошибка частнаго т-ме- 

н'Ье .дп— р * следовательно т^мъ бол'Ье мен^е 7л5=5« 

И такъ вь частномъ ~ всегда будешь п — 2 точныхь 

цифрь. 

Если бы число точныхь циФръ а и 6 было не оди- 
наково, то въ частномъ ^ число точныхъ циФръ бу- 
детъ двумя меньше оротивъ того числа циФръ а и 6, 
.въ которомъ оно наименьшее. 

Если одно %1зъ чисель а или Ь точное , то частное 
^ будешь им!ьть столько точныхь цифрь сколько ихь 

находится вь неточномьу потому что относительная 
ошибка такого частнаго одинакова съ относительною 

ошибкою неточнаго члена г* 

о 

1 8. Сколько цифрь надо взять еьа иЬ^ чтобы часШ' 
ное г- имлло и точныхь цифрь. 
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Достаточно , чтобы относительная погр'Ьшность 
частнаго была мен'Ье тр, т. е. чтобы - -♦- г <С г^м' 
Полагая - = ^ найдемъ 

« а о 

а 1 р • _1_ 

о ^ 2.10»* " 6 ^2.10*** 

^ля чего вообще , если а и Ь, или одно %1зъ нихъ бо-- 
лгье 2, то эти числа достаточно взять съ относитель- 
ною погргьшностью меньшою г-^ , т. е. вь иихь надо 



взять П-4--1 точныхь цифръ; а если мешье 2, то ихь 
надо взять сь относительною погрешностью^ меньшею 

ЛГМ-+-1 ^' ^- ^^^ ^^^^ взять се п -ч- 2 точными циф- 
рами. 

Когда же одно изь чисель а или Ь точное , то для 
опредпленгя частнаго съ п точными цифрами, неточное 
число надо взять С5 п -н 1 цифрами. 

Примтьръ 1-й. Требуется вычислить съ тремя точ- 
ными цифрами рад1усъ окружности, которой длина 
равна Уз. 

Величина рад1уса есть ^; такъ какъ УЗ < 2, а. 

271: >► 6, то надо взять 

УЗ = 1 ,7320, 271: = 6,284 

РаздЪливъ теперь одно на другое, получимъ иско- 
мое частное, по недостатку: 0,275; или, съ какою ци 
есть ошибкою: О, 276. 

Примтьръ 2-й. При построен1и тригонометриче- 
скихъ таблиаъ бываетъ надобность въ величин'Ьду- 
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ги въ 10 секундъ, прв рад1ус'Ь равномъ едпниц-Ь, съ 
1 3 точными десятичными знаками. Выражен1е этой 

дуги есть ^т^« и какъ четыре первые десятичные 

знака нуди , то число циФръ частнаго , отъ первой 
значу щей сд'Ьвау будетъ 13 — 4 или 9. Для чего тс на- 
до взять съ 9-^-1 цифрами, именно 71:= 3,1 4 1592653. 

„ 3,141592653 

^^^^"^« 64800 ' '"-■'' 

0,0000484813681 
представитъ дугу въ 1 секундъ, съ ошибкою мень- 

1 

Число циФръ^ которыя надо взять- въ тс, можетъ 
быть определено еще чрезъ разсматриваше абсолют- 
ной ошибки. Говоримъ: если а оэначаетъ ошибку тс, 

то ошибка частнаго будетъ ^^^^^ ; но, она должна 
быть мен^е тш* сл'Ьдовательно а должно удовлетво- 
рять неравенству ^^ < ^, откуда а < ^^^^ , для 

чего а должно быть мен'Ье ^оп = ^оэ* Следователь- 
но, взявъ въ тс девять десятичыыхъзнаковъ, или все- 
го 10 точныхъ циФръ, получимъ требуемое частное. 

Спое(|Оъ сокращениаго д1Ьлен1я. 

19. Когда делимое и делитель состоятъ изъболь- 
шаго числа циФръ, тогда, для вычислешя частнаго 
съ требуемымъ приближен1емъ, н^тъ надобности со- 
бран ять до конца действ! я вс-Ь циФры д^лимаго и 
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д'Ьлителя. Въ этихъ случаяхъ съ большею пользою 
можно употреблять сл'Ьдующ1и способъ сокращеннаго 

Пусть требуется вычислить частное 

1,2062729546 



(А) 



1,47356785 



съ точностью тАля;; его величины , т. е. съ пятью 

10000 

ТОЧНЫМИ цифрами. Достаточно (п^ 18), взять въ Д'Ь- 
лимомъ и д'Ьлител'Ь по семи циФръ; отбросивъ запя- 
тыя, ибо ихъ всегда посл'Ь можно взять во внимаше, 
и увеличивъ седьмую циФру д'Ьлителя единицею, что- 
бы частное им'&ю недостающую погр'Ьшность, пре- 
дыдущее д'Ьлеше цриведется къ вычислен1ю частнаго: 

/«^ 1206272 

V**'' 1473568* 

Члены этаго частнаго можно принимать за точ- 
ные; частное будетъ приближенное по недостатку съ 
пятью точными цифрами. Таблица д'Ьйств1Й будетъ 
следующая: 



12062720 
11788544 



2741760 
1473568 



1268192 
1178856 



89336 
88416 



920 

888 



8 1 8606 
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номъ циФр^ 6 у остатокъ 920, который, будучи раз- 
д'Ьленъ на 1474, даетъ пятую циФру 0. Для опре- 
Д'к1ен1я ошвбки, происходящей отъ отбрасываы1я 

дополнительной дроби тш^ полезно вычислить еще 

следующую цифру, частнаго ; она будетъ 6 и полу- 
чится отъ д'ЬлеиЕя 920 на 148. Говоримъ теперь, что 
0,81860 есть приближенная величина частнаго (В) 
съ недостающею погр'Ьшностью меньшою единицы 
порядка пятой циФры. 

Д'Ьйствительно , означивъ чрезъ и эту единипу, 
им'Ьемъ последовательно: 

1^06272 ^ ^ч - 1268192сотыхг 1268192тыс. 

1473368 — "»»«-+- 1473568 — и,» 1 Н- ^^^^^^ -Ьа, 



(^1 < 15о) 



л и -I о 89336ТЫС. л о 4 о 89336двс. тыс. 



{'^<ш) 



полос 920«с. тыс. Л04 0Й 920<»о «о- . _ 

= 0,8186-+-—- К- 02=0,81 86 -К -;=1 но. 



^щ^ ,-«^_«,„.0«-Т-^^^^ -.-«д 



( 



*з<тоо; 



л 4 Ь^Л 920 СТО ТЫС. 

= 0,81860н-^^-^ ноз 



1474 

Эта таблица показываетъ приращен1е ошибокъ, 
происходящихъ отъ произведенныхъ действ1Й при 
посл'Ьдовательныхъ д'Ьлителяхъ. Въ нашемъ прим'Ь- 

р'Ь, ошибка Оз мен'Ье щ; вообще, при частномъ съ 

п цифрами , ошибка доставляемая этимъ способомъ 



»9 

/м — 2) м 

будетъ мен-Ье — т— — ; но къ ней надо присоединить 

ошибку отъотбрасываи1я дополнительной дроби. Въ 
нредыдущемъ примФр'Ь, первая циФра доставл немая 

дробью -^^ будетъ Ь^ и эта циФра выразитъ едини- 
цы равная^; сл'кд. полная ошибка частнаго 0,8 1860 
будетъ мен'Ье 

Чч Зи 73и 

40 ~^ 100 ' "•*" 100 ' 

а потому гЬмъ бол'1Ье мен'Ье и. 

Обратимся ваконецъ къ частному (А); согласно съ 
п^5, мы должны посл'Ьднюю цифру частнаго 0,81 860 
увеличить единицею, и поставивъ запятую насвоемъ 
м1;сг]Ь, получимъ требуемую приближенную величи- 
ну: 0,81861. 

Всл'Ьдств1е того, что въ то время, когда отбрасы- 
ваемъ посл'1Ьднюю циФру дклителя, увеличиваемъ еди- 
ницею предпосл'Ьднюю, происходитъ что всЬ послк- 
довательныя частныя будутъ приближенныя по не- 
достатку, и не можетъ случиться чтобы какое ни- 
будь изъ этихъ частныхъ было 1 ; что могло бы 
случиться при несоблюден1и предыдущихъ предо- 
сторожностей. 

Общее правило. Когда дплимое и дгьлитель состоять 
изъ большаго числа цифрь щлыхь или десятичныхь^ 
тогда для опредгьленгя частнаго сь п точными знаками^ 
считая ихь оть первой значущй слп>ва цифры , надо 
оставить въ дгълимомъ и дплителгь п н- 2 значуил11я 
цифры^ и отбросиеь запятыя^ яайти^ ка9€ь при обыкно^ 
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ной дроби будетъ бол^е и , единицы циФры п'^ по- 
рядка частнаго. Наприм'Ьръ, для предыдущаго д-Ь- 
ден1я , пред'Ьдъ ошибки д'Ьлев1я будеть мен'Ье 75 ^« 
а этоть пред'Ьлъ вм'Ьст'Ь съ ошибкою дополнительной 
дроби меньшей ^и, составить полную ошибку, мень- 
шую т^ щ что больше и; всл'Ьдств1е чего нельзя бу- 
детъ сказать, что частное (В) будеть съ недостаюгцею 
погрешностью, меньшою щ что необходимо для того 
чтобы можно было потомъ перейти къ частному (А). 

Пзвлечеи1е. 

20. Пусть приближенная величина а по недостат- 
ку есть а — а, опред-Ьлимъ пред'Ьлъ погр'Ьшности 



п 



У а — а. 

Абсолютная погр']Ьшность х^ происходящая оттого 



п. п 



что вм'Ьсто у а возмемъ}/ а — а равна 



п п 



х=^Уа — Уа — а 

Чтобы вывести отсюда высш1Й предклъ х^ при* 
помнимъ Форму 1у 

изъ которой 

г** — у** 



4« 



П П 



Полагая теперь 2 = Уа, у:=Уа — а, найдемъ 

а — (а— а)=а 



X 



^а**— 1-ьА**~2(а— а)-н...-1-Л(а— а)*»— 2^/(а— а)*»— » 



Чтобы получить отсюда высш1Й пред'1Ьлъ для х^ 
надовмЪсто а взять а — а, оставляя количество а — а, 
куда оно входитъ, безъ перем'Ьны, и получимъ 

(1) Д^< ^ " - 

Эта общая Формула пред'Ьла абсолютной погр'Ьш- 
ности , даетъ для квадратнаго и кубичнаго корня 
сл'Ьдующ1я величины: 

для п = 2, X <^ 



для п = 3, X <^ 



2Уа— а 
а 

3 Да— а)2 



Разд1>ляя об-Ь части выражен1я (1) на У а, найдемъ 



У а пУа(а— а)**— 1 



п , — - п. 



НО Уа{а — а)**'"^ > [У(а— а)(а— а)** "•^ = а— а], ел*- 
довательно, т'Ьмъ бол^е 



^ п а— а 



Относительная погргьшностъ корня п*^ показателя 
изь какою нибудь числа менле п!^ части относительной 
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птр/ыимоапы 9тшо числа ^ взятию по приблыжетю сь 
недостающею шпргьишостью. 

п 

При вычис ленш пред^лоЕъ погр'Ъшностей кв« ко- 
личество а — а можно заменить числомъ меиьшимъ, 
наприм'Ьръ числомъ единоцъ первой циФры а. 

21. Сколько циФръ надо взять въ а, чтобы его 
корень п показателя, им'Ьлъ т точныхъ циФръ? 

Достаточно, чтобы относительная погр'Ьшность 

корня была мен'Ье т^ , т. е. чтобы 

пТ^И^О < 10^' откуда — < ^от:;:;;^ 

Но, въ практик'Ь обыкновенно, п всегда мен'Ье 10^ 
и сверхъ того п бол-Ье или, по крайней м'Ьр'Ь, равно 
2; сл'Ьдов. достаточно положить: 

Т. е. а должно им^ть т -«^ 1 циФръ. 

п 

и такъ, чтобы V а имгьлъ т точныхъ цифрь, доста- 
точно число а вычислить по недостатку , се т н- 1 
точными цифрами. 

22. 11редыдущ1Й пред-Ълъ числа циФръ корня мо- 
жетъ быть во многихъ случаяхъ упрощенъ; для этаго 
р'Ьшимъ сл'Ьдую1Д1Й вопросъ: 

Сь какимь числомъ десятичныхъ цифрь надо в'знть 

число а, чтобы Уаимллъ т точньиюь десятичныль 
знаковь? 

Абсолютная ошибка У а должна быть мен'Ье ^';д{1И9 
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но мы вид'Ьли что , если вмЬсто а возьмемъ а — а, 

ТО абсолютная ошибка V а мен'Ъе ; сл'Ьд. 

надо положить 

1 



< 



10"** 



пУ(а~а)**— 1 

откуда 

п 



(2) а < пПа^-оСГ^^ 

ют 

При вычислеши этаго пред'Ьла число а — а надо 
зам'Ьиить числомъ простЬйшимъ меньшимъ. 

Изъ этаго выражен1я аред]Ьла а можно сд'Ьлать 
сл'Ьду10Щ1я заключен1я: 

1^. Если число а болгье единицы^ то для вычисленгя 

п 

У а, сь т точными десятичными знаками^ надо вь чиг- 
слгь а взять столько же десятичныхь знаковь. 

Если а>> 1^ то полагая а, какъ и должно въэгомъ 

случа'Ь, мен'Ье единицы, разность а — аиУ{а — а) 

будуть не мен'Ье единицы^ кром'Ь того число п не 

меи'1;е 2; сл'Ьдов. для удовлетворен1я неравенству (2) 

можно положить 

_±_ 

* 10"* 

Т. е. а надо взять съ т точными десятичными зна- 
ками. 

2°. Если а > (10**)^, то У(а— а)**"* не мсн*е 
^0(п— 1^р ^ ц^ равенство (2) будетъ удовлетворено, 
положивъ 
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|0(П-1)Р 



эта Формула прв и == 2, п = 3, и т. д. даеть 



1 !_ 



Т. е. а) для вычислетя квадратною усормд 11^а>(10^)'' 
съ т десятичными знаками ^ надо въ а взять десятиЧ" 
ныхь знаковь т безь показателя р наивысшей степени 
10^= 100 содержащейся вь а; Ь) Для нахождетя 
кубичнало корня изъ а >> (10^ сь т десятичными зна- 
ками^ надо вь а взять десятичныхь знаковь т безь 
удвоенного показателя наивысшей степени 1 000, содер^ 
жащейся вь а; и т. д. 

23. Примеры 1-й. Вычислить У^съ тремя деся- 
тичными знаками. 

Лля этаго (п^21 ) надо взять ^ съ четырьмя точными 
десятичными знаками , именно 0,4285 и вычислить 

У 0,4285 съ тремя знаками; искомый корень будетъ 
0Д53. 

2-й. Вычислить У215^ съ двумя точными деся- 
тичными знакавга. 

Такъ какъ 215 > 100 и мен'Ье 100^, следов, въ 
числ'Ь 215^ (п^ 22, 2^) надо десятичныхъ знаковъ 
взять 2 — 1 , или одинъ. Взявъ первую десятичную 
цифру 5^ по обращенш дроби ^ въ десятичную, надо 

будетъ извлечь У21 5,4 съ тремя цифрами, что ■ 
дастъ 14,67; сл'Ьдов. 

У 21 54= 14,68, съ точностью ■-^. 

• 100 
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3-й. Число 23456 в'Ьрно до одной един11цы, сколь- 
ко будетъ точныхъ циФръ въ У 23456? 

Абсолютная ощибка искомаго корня (п^20(1)) бу- 
детъ мен'Ье — . ; а сл'Ьдов. мен'Ье ^гг^ » и такъ въ 

2 У23455 200 

корн'Ь можно расчитывать на два первые десятичные 
знака, какъ будто бы данное число было вычислено 
съ четырьмя десятичными знаками. Найдемъ 

У23456 = 153,16 

съ избыточною погр'Ьшностью. 

4-й. Вычислить съ тремя точными циФрами вы- 

ражеше V 10-4-2 V 5. 

Представляемъ сперва этотъ радикалъ въ вид'Ь 



У 1 -I- У 20 ; такъ какъ этотъ радикалъ можетъ 
им'Ьть одну ц'1Ьлую циФру , то искомая абсолютная 

его погр]кшность должна быть мен'^^е — ; потому 

(п°22, 1°), число Юн- У 20 надо им^ть съ двумя 
точными знаками , т. е. въ У 20 (п°7) надо взять три 

цифры, именно У 20 = 4,47, и извлечь У 14,47 съ 
тремя цифрами. ПослЬднШ корень будетъ 380, ста- 
ло быть 

1/10-#-2У5 = 3,81 съ ошибкою ^. 

5-й. Вычислить Уте съ тремя точными циФрами? 

Такъ какъ У тг будетъ содержать одну ц'Ьлую ци- 
фру, то десятичныхъ знаковъ должно быть два; для 
чего (п^22,1^ надо вместо тс взять 3,14 и найти 

У 3,14 съ тремя знаками. Найдемъ У 3,14= 1,77. 
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о-й. Вычислить 1/ съ точиостью до едини- 
цы, зная что число 375300 совершенно точное. 
Ц'каая часть корня очевидно им'Ьетъ три циФры, 

сл-Ьдов. (п°21) частное надо взять съ4-11яточ- 

^ тс 

ныыи цифрами, и при томъ надо чтобы это частное 
было вычислено по недостатку, для чего надо вычи- 
слить его сначала съпЛтью точными циФрами. Такъ 
какъ д'Ьлимое точное, то, п^18, число и надо взять 
съ 6-ю точными цифрами; произведя д'Ьлен1е 375300 
на 3,14160, получимъ частное 11946. Пятая циФра 

л, л л 375300 

нанденнаго частнаго менъе 9, слъдов. частное • 

тс 

съ четырьмя точными циФрами по недостатку бу- 

деть 1 1 94; такъ, что найдя 1/11 9400 до единицы, 
и увеличивъ посл'Ьднюю циФру единицею, получимъ 
искомое число 346. 

7-й. Найти У — съ возможно большимъ числомъ 

тс 

точныхъ циФръ, зная что 645 в'Ьрно до единицы. 

Такъ какъ 645 В'Ьрно только до единицы , то от- 
носительная ошибка — не можетъ быть мен'Ье -.„ 

тс 045 

или г^, а потому въ этомъ частномъ нельзя бол'Ье 

расчитывать какъ только на три точныя циФры* 
Взявъ тс съ тремя точными десятичными знаками 
при избыточной погр'Ьшности (3,142), относитель- 
ная ошибка частнаго ^-^ = 205,2 будетъ мен^е 

б5о-*-зйо = 55д' а абсолютная ошибка меньше ^ 




• Д':= ,в -•- 5^*" = в" -♦- 

4 = а 

1 



а<г = 








Огасиа 

4дш|(|П Ш1 ^. Ч%цЛи вил» «т. «р(гл(1л» 



вал велш^ша ^ б1д^1. в^яг!*^: ^ : кл\,мт. о^тжптшь 

чрезъ г овн|бс1 0{ш(1|1св«вва1'а чмси 41 "^Т* ^^/Д^ол^ 
в]гЬ1ъ всегда 

хакъ, еив а ве1гке2а, вли« по асе рапо, а бо- 



а^е треп вгЕОваго корна (услоаае асегда выноднае* 

4 
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получитъ правильный и быстрый ходъ. Д'Ьйстви- 

тельноу если а>' 1 и выражаетъ УК съ точностью тг, 

то а^, 02, . • . будутъ также бол'Ье единицы , и соот- 
В'Ьтствующ1й рядъ ошибокъ будетъ сл'Ъдуюицй: 



^ "^^ 4л» ® "^ 4Л2» ® "^тта » • • 



10*''^10«'" ^1 



То есть число точныхъ десятичныхъ знаковъ въ 
а, а^у а2, • • • будетъ постоянно возрастать въ двое; 
каждое новое д'Ьлев1е ^V на а, а^, а^, Оз, • • • надо про- 
должать только до получен1Я числа десятичныхъ зна- 
ковъ вдвое большаго противъ предъидущаго» начиная 

съ перваго —, гд^Ь надо взять дв'Ь десятичныя цыФры. 

Для опред'Ьлен1я будетъ ли ошибка вычисленнаго 
корня недостающая или избыточная, надо обратить- 
ся къ сл'Ьдующему Д'к1ен1ю N на эту приближенную 
величину корня; и тогда, если частное бол'Ье д'Ьли» 
теля, то ошибка приближеннаго корня будетъ неде* 
стающая, въ противномъ случа'Ь она будетъ избык 
точная. 

Приложимъ этотъ способъ къ вычислешю У2. 
Приближенная величина до тх-есть 1,4; следов, бу- 
демъ иАгЬть: 

а = 1,4; А = 1,42 . . . , |. = Ь«:рМ = 0,01 ; 
а,= 1,41;щ= 1,4184 . .;Ь.=:»2^*= 0,0042; 
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откуда 
А =61,..., у =830,. . .а-+-~=630,... 

,^Ь^ ^(31)^_ 961 . 

®^ 8а "^ 2.600 1200 ^ 

Сл'Ьдов. 630 есть уже корень точный до единицы. 
Въ сл'Ьдующемъ приближен1и, дойдемъ до тысяч- 

/11 

яыхъ долей;, ибо ^ <С «^ <С ^- Находимъ 

396854 



630 



= 629,926 . . . 



Это частное мен'Ье д'кмителя, сл'Ьдов. 630 им'Ьетъ 
избыточную погр'Ьшность; сверхъ того, им'Ьемъ 

6, = — 0,074, ^ = — 0,037, 
а^ч-^^ — 630 — 0,037 = 629,963; 

и такъ корень , точный до тысячныхъ долей , есть 
629,963 П. 



(*) Для изб^Ьжан1я двухъ вычятанШ, необходимыхъ при вычжие- 
Н1И 6^, и суммы в!-*-- ^' аам'Ьчаемъ что 

2 2 2 2 

Сл'Ьдов. къ дтлителю, уменьшенному на одну единицу порядка его 
последней цифры, надо при^€мить половину разности меокду дгь- 
лителемь и частнымь, разности, которой первая слгьва цифра уве- 
личена 40. Такъ, написавъ 629, говоримъ оотомъ : половина 19 есть 
9, и т. д. 
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Въ сл'Ьдующеиъ првблвжевав, получвмъ 

• ^ 2в ^ 10» ♦ 
396 854 ^ л - - 

частное ^„^ ^^ можно вычислять до девятой десятич- 

НОЙ цифры И сл']Ьдов. найдемъ искомый корень съ 
точностью десятичной единицы девятаго порядка. 

2-й. Вычислить корень У5. Вотъ таблица вычи- 
слен1Й, начиная отъ а 3=:. 2. 

а=2;|=2.5;|^0,25,в<*^»<^; 

Ь 1 

а ~ь-^= 2,2; приближен1^ая величина до ^\ 



а,= 2,2; А = 2,27 . . ,^ = 0,03 . . , г <^^% 
а| -1-^=2,23, прибл. вел. до ^(а^ по недостатку); 
а^« 2,23; ^^з = 2,2421 . . ^*^ = 0,0060, ^"<^^\ 
(ц -«- ^^ =2,2360, прибл. вел. до ^^ (о^ по недостатку) 

03=2,2360,^ ==, 2,23613595 .., %' <^; 

04 = 2,23606797, прибл. вел. съ 8-ю две. знаками. 

Если остановимся на этомъ приближен1И, то 
для поверки и опред'ЬлеиЕя качества ошибки ^ вщ- 

числяемъ сл'Ьдующее частное «^звовтэт* ограни- 
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чась 8-ю первыми десятншгыми звакамн. Находимъ. 
2,23606798 . • • 9 первыя семь десятичныхъ т'Ьже са-* 
мыя , а осьмая бол'Ье на единицу ; следов, величина 

а^ д'Ьйствительно приближается къ У 5 до ^^, и им1- 

емъ недостающую ошибку. 

ОФ|ц1|1 Фврмулы приФлишенШ и ижъ 
н'Ькоторын прило»1ен1я. 

27. Иэв'Ьстно, что если Функщя [[х) перем'Ьииаго 
числа X сплошная между пред'кяами х т х-^к для 
перем'Ьннаго, то пред'Ьлъ отношен1я 

— А — / {^и 

гд'Ь [ {х) означаетъ производную данной Фуыкщи; 
поэтому если к не нуль, то 

гд'Ь «о зависитъ отъ к и исчезаетъ при Л=0; сл'Ьдо- 
вательно всегда можно выбрать к достаточно малымъ, 
чтобъ знакъ /^' (х) ч- ю былъ одинаковъ со знакомъ 

[ [х); Т. е. знакъ, отношен1я '-^ ^ — ^-^ будетъ въ 

такомъ случа'Ь одинаковъ со знакомъ производной 
[' {х). Отсюда сл'Ьдуетъ 

1^. Что если ('{х) положительная^ то знакъ 

д также -н; т. е. знаки Дл-*- Л) — До?) и к 

одгшаковы. Сл'Ьдовательно , если к положительная 
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величина, перем1ьннаях увеличиваете н^ ({х-\-Ь) > /"(д;), 
значенгя фунщш ({х) также увеличиваются; если 
дначенхя х уменьшаются^ Н отрицательная величина, 
([х — Л) <^[(х)^ величины функцгитакже уменьшаются. 

2®. На оборотъ, если ( [х) отрицательная^ знакъ 
({х-^Н) — [{х) будеть противуположень знаку Н; сл-Ь- 
довательно съ увеличенгемъ перемгьннаго (Л >> 0), значе- 
нгя фунщги уменьшаются, ({х — Л) < Да?), а съ умень- 
шенгемь его (А <С 0), увеличиваются; Дж-ь Л) > /'(ж). 

Основываясь на этомъ можно доказать сл'^>дую- 
щую теорему : 

Теорема. Если функцгя {[х] такова, что ея произ^ 
водная остается сплошною между предгьлами аи ач-Н 
для перемгьннаю^ то разность ({ач-Н) — ({а) рав- 
няется прошведенгю изь к на величину ( (а?), соотвгьт- 
ствующую некоторому среднему значенгю х^ взятому 
между а и а-^к; т. е, 

(1) . . . Да-нЛ)— Да) = А/'(а-*-б/0, 

гд'Ь неизвестная средняя величина между О и 1 . 

Положимъ сначала Ь положительною величиною; 
пусть М самая большая величина изъ значен1Й / [х\ 
когда X дадимъ всЬ возможныя величины между х 
лк х-^К содержащ1яся. Для вс']Ьхъ этихъ значешй о?, 
будемъ им'Ьть 

л1 — ({х)>^а. 

Но М — ( [х) очевидно есть производная, относитель- 
но х^ отъ Функцш: 
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/■(а -н А) — /•(ж) — (а -+- Л — х) ^1/; 

ТО эта посл-Ьдняя увеличивается съ увеличеи]е]мъ Хщ 
и уменьшается съ его уменьшен1емъ ; а такъ какъ 
она обращается въ нуль когда вм'Ьсто х возьмемъ са- 
мое большее его значеи1е а-нА, то следовательно 
она остается постоянно отрицательною между а и 
а -*- Л. По этому и при х = а. получнмъ 

(Д/) /"(а -ь А) — ({а) — ЛД/ < 0. 

Означивъ чрезъ т самое малое значеи1е изъ вели- 
чинъ ( (х), между значен1ями а и ач-Ь, для пере- 
м'Ьннаго, докажемъ подобно предъидушему , что 

(т) ({а -н Ь) — [(а) — Ат > 0. 

Сл'Ьдовательно разность {{а-^К) — /*(«) содержится 
между Кт и АЛ!/, т. е. эта разность равна произведем 
Н1Ю изъ А на н'Ькоторую среднюю величину между 
пил М. 

Мы предполагали А положительнымъ чйсломъ; въ 
противномъ случае», а-^ А будетъ меньше а, величи- 
на X будетъ возрастать отъ а -н А до а, и два нера- 
венства [М) и (т) только перем'Ьнятъ свои знаки, а 
заключен1е останется тоже. 

Предъидущее не требовало чтобы / (^) была 
сплошною между а и а -4- А; достаточно было чтобы 
она оставалась всегда конечною. Теперь, полагая /^ {х) 
непрерывною, она перейдетъ чрезъ всЬ величины 
средн1я между ш и Л/; следов, будетъ существовать 
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н'Ькоторая величина х^ средняя между а и а-ьА, ко- 
торую можно означите чрезъ а -н ^А, и для которой 
значен1е (' {х) удовлетворить равенству 

28. Основываясь на предъидущей теорем'Ь мо- 
жемъ р'Ьшить вообще два вопроса о численныхъ при- 
ближен1яхъ, приведенные въ самомъ начал'Ь. 

Число а им'Ьетъ погр'Ьшность а, требуется опре- 
делить ошибку результата ([а)^ когда вм'1сто а возь- 
мемъ а — а, или ан-л? 

Положивъ въ уравненш (1) сперва А= — а а по- 
томъ А = -н а, найдемъ 



{[а — а) — Да) = — а/"' (а — ба) 

и Да -*- а) — {{а) = а/*' (а -*- 9а) 

откуда 

Да)— Да — а) = а^'(а— ва) 

и Да -4- а) — Да) = а^(а-1-ва). 

Но разности /(а) — Да — а), Да н- а) — Да) выра- 
жаютъ соотв'Ьтственно ошибки результата Да), ког- 
да вм'Ьсто а возьмемъ а — а, и ан-а; сл'Ьдов. озна- 
чивъ эти абсолютныя ошибки чрезъ вне' получммъ 

(2) 6 = а/' (а — 0а), 

(2 Ыз) г = а/^ (а н- ба). 

Хотя зд'Ъсь величина /"'(агр^а) и неизвестна, на во 
всякомъ елуча'Ь можно изъ этихъ уравнешЁ найти 
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пред'Ь^ы ошвбокъ вив'. Такъ наприм'Ьръ, если ве- 
личина (\х) между пред^Ьлами а — а и а, или между 

а и а-+-а постоянно! возрастаетъ, или постоянно 
уменьшается, то наибольшая ея величина будетъ 
соответствовать въ первомъ случа'Ь большему пред'Ь- 
лу (а, или а н- а), а во второмъ меньшему (а — а, 
или а); сл'Ьдов. пред^ъ ошибки результата будетъ, 
при постоянномъ возрастанш (' [х) ; 

в < а[' (а), в < а(' (а -4- а) ; 

а при постоянномъ уменьщеши (' [х) : ' 

6 < а/"' (а — а), е' < а^ (а) 

На оборотъ, для опред'к1ев1я ошибки а числа а, 
делающей ошибку в или в результата Да) мен^е 
данной величины и?, д'Ьлаемъ в <С и?, или в'<:^1г, 
то есть 

а/''(а — 0а) < и?, или а/' (а н- ва) < ю, 
откуда 



Въ этихъ выражеа1яхъ вместо средвпъ величинъ 
(* {х) надо взять наибольш1я ея зиачен1я ; такъ что 
при постоянноаГь увеличен]и ( {х)^ надо взять 



а < 7Г7Г.^ или а < 7г 



а при постоянномъ уменьшеши (' {х). 
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го ^ и> 



а < ТГ7 :, ИЛИ а < ут":* 

29. СдЬлаемъ н'1>сколько приложен1Й предъиду- 
щихъ общихъ Формулъ. 

1°. Пусть ((х) = х^^ тогда /^ (д?) = пл?**""\ и ао 
Формул'Ь (2) им'Ьемъ 

, г -=11 [а — ^а)**""^ а. 

Если п > 1, величина пл?**~^ съ увеличев1емъ х воз- 
растаетъ, сл1>дов. ошибка степени 



.П— 1 



6 < па а, откуда ^ < **- • 
что согласно съ п° 1 1 , сл'Ьдствве 2-ое. 

4 

Когда же п < 1 , наприм'Ьръ п = — , »л > 1 , вели- 
чина пж**^^ = уменьшается съ увеличен1емъ 

т 

X, сл'Ьдов. цред'Ьлъ ошибки х =У х^ будетъ 
ЧТО согласно съ Формулою (1) п^20. 

ло тт г? 1/375300 

2 . Пусть требуется вычислить у съ точ- 
ностью до единицы (п^23, прим. 6-й). Положимъ 



// \ 1/375300 ^'/ ч У 375300 

А^) = У -^ » откуда ^ [х) =. ^-^^ 

Ошибка а числа о?, когда вм'Ьсто х возьмемъ тс-на 
(чтобы результатъ им'Ьлъ недостающую ошибку) 
должна удовлетворять неравенству (3,Ы5) 
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а <с — ' 

V 375300 

Но, величина ( [х) съ увеличен1емъ х^ постоянно 
уменьшается , кром'Ь того сд = 1 ; сл'Ьдов. надо по- 
ложить 

^ 2тт: "/тс 

а < 



У375300 



Величина 71: = 3,14 . . , Уте > 1, У 375300 <700 
стало бы^ь, для удовлетворен1Я предыдущему, надо 
взять 

*<700 

АЛЛ чего вместо а достаточно взять -г^. И такъ 

вм'Ьсто тг надо взять 3, 1 42, чтобы ИСКОМЫЕ корень былъ 
В'Ьренъ до единицы. Такъ какъ въ корн'Ь мозкетъ быть 
три ц'Ьлыя цифры, то частное будетъ 1 194, следов. 

искомый корень У 1 19400 = 345 съ недостающею 
ошибкою, или 346 съ какою ни есть ошибкою, мень- 

* 

шою 1 единицы. 

Изъ сравнешя предложеннаго способа р'1»шен1я 
предъидущаго вопроса съ прёжнимъ р'Ъшенвемъ 
(п^23) мы видимъ нее преииущество р'Ьшешя вопро- 
совъ о прибляжен1яхъ посредствомъ общихъ Фор- 
мулъ, въ томъ случа'Ь когда въ данное выражен1е 
входитъ только одна не точная величина. 

30. Общ1Я Формулы приближен1я , выведенныя 
вами прилагаются также хорошо и въ томъ случа'Ь, 
когда Функщя [{х) трансцендентная. 



и такъ пусть 

[{х) = Ьдд?, откуда ^ (д?) = !^, 

гд'Ь 1о^ означаетъ Бригговы логариемы (основан1е 
= 10), а е = 2, 1 7 1 28 . • • основаше Неперовыхъ ло- 
гориемовъ. 

Ошибка 6 логариема 1о§а, когда вм'Ьсто а возь- 
мемъ приближенную а — а, будетъ по Формул'Ь (З), 

— • г- 

в— ба 

НО, какъ 10^6= 0,43 429... <|, аа — ва>а — а, то 

^ 1 « 

по величин'ЬБ будемъ знать сколько можно взять цвфръ 
въ 1о§(а — а). Наприм'Ьръ, вм'Ьсто а==345,78901 •• 

взявъ а — а= 345,7;^ ^ '^ 1о* ^™^^^^ 

^ 1 ^ 1 

® "^ 20.345,7 ^*" ^/^1005 

сл'Ьдов. въ 1о§ 345,7, взятомъ изъ таблицъ, надо 
удержать только первыя три десятичныя циФры, 
остальныя четыре будутъ нев'Ьрны. 

На оборотъ, ошибка а числа а, чтобы \о§[а — а) 

им'каъ данную абсолютную погр^ность т^, должна 

удовлетворять неравенству (3) 

для чего, всл'Ьдствде того, что а — 0а>а — а, 1одв<С^э 
надо взять 

*<1|п(в— *) 



откуда 



^< ' 



а ^* 10»»-#-2* 

Это неравенство будетъ удовлетворено, если возьмемъ 
(п не мен'Ье 1-цы) 

сл'Ьдов. (п^ 3) число а должно быть извп>стно съ одною 
точною цифрою болтье противу числа десятичныхъ 
щфрь требуемыхъ въ логариелиь числа. 

Наприм'Ьръ , пусть по таблицамъ Каллета , тре- 
буется найти логариемъ тс съ семью десятичными 
знаками. Для этаго надо ззять % съ 8-ю циФрами, 
или 1С = 3,1415926, и получимъ 

1ое 1С = 0,4971 4987. •. 

Такъ какъ должнб оставить только 7 десятичныхъ, 
то отбросивъ осьмую цифру и увеличивъ! седьмую 
единицею (п^ 5) получимъ результатъ 

1ог 1С = 0,4971499, 

вйрмый до половины десятичной единицы 7-го по- 
рядка. 

Зд'Ьсь мы не принимаенъ въ раечетъ ошибки, про- 
исходящей оть правмла пропорцюнальныхь частей^ 
употребляецАГо при вычислен1и логариемовъ чиселъ 
не находящихся въ таблицахъ, потому что, какъ уви- 
«димъ сейчасъ ,. ошибка происходящая отъ этой при- 
чины не им'Ьетъ вл1ян1я на 7-ю десятичную циФру 
логариема. 

31. О^ред^имъ пред^Ьлъ погрешности, происхо- 
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дяшен отъ употребле111я правила пропоршональныхъ 
частей при отыскивав1и логариемовъ, или чиселъимъ 
соотв^тствующихъ, по таблицамъ Каллета. 

Положимъ сперва, требуется найти лотривмь даН" 
наго числа. 

Данное число можно изобразить всегда чрезъ а-ьА, 
гд{> а, ц+элое число ближайшее меньшее къ данному, 
котораго логариемъ находится въ таблицахъ; к при- 
ращеше а, меньшее единицы, ибо 1о§(ан- 1} нахо- 
дится также въ таблицахъ. Положивъ 

({х) = 1о^л?, им'Ьемъ ( {х) = -^ 
и по уравнешю (1) п°27 будетъ 

1о8(ан.Л)— 1о§а=^ 
Для Л = 1 , это уравнен1е даетъ 

1о8(ан-1) — 1о8а = ^^; 

зд'Ьсь вм']^сто мы взяли 0^ ибо зависитъ отъ Н\ од- 
нако и 0| каждое меньше 1. 

Для опред-Ьлеши 1^(а-+-/|), по правилу пропор- 
шональныхъ частей, надо къ 1о§а придать произве- 
ден1е взъ К на табличную разность 1од(а-н1) — 1о^а, 
которую означимъ чрезъ А , т. е* надо придать раз- 
ность 1о§ (а -*- Л) — 1о§ а = Л А = -~|^; истинная же 

величина количества^ которое надо придать къ 1о§а, 
есть разность 

1о8(ан-А) — 1о§а = ^^^, 
Следовательно, называя эту посл'Ьднюю разность 
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чреяъ 5, огапбка лропсходяшая отъ правила пролор- 
пюнадьныхъ частей, будстъ разность 

(*) »-» л =»|.-^._д)=»1.в. „:-•:,,, 

Зд-Ъсь 

1в8«<^, А< 1,9, -вЛ<1, 

слЪдов. численная величина 8 — к А меньше^. По та- 

блицамъ Каллета, правило пропорщональныхъ частей 
употребляется только для чиселъ большихъ 10000, 
сл'Ьдов. ошибка 8 — /> А для этихъ таблицъ мень- 
ше ^77о1 и потому она не им'Ьетъ в.]|ян1я на осьмую 

десятичную циФру. Но, къ этой ошибки присоеди- 
няется всегда еще ошибка множите^1я А , произве- 

ден1я /| А , ибо А вычисленъ до ^^ ; такъ что вся 
ошибка будетъ -^^ -#- 2107"» ''''^^ меньше —^, потому 
меньше 757* Сл'Ьдов. при употреблен1и правила про- 
порщональныхъ частей семь первыхъ десятичныхъ 
знаковъ логариема будутъ в'Ьрны. 

Въ обратной задач'Ь, т. е. когда ищется число со- 
о^пвптствующее данному логариемцщ к будетъ искомая 
дробь, которую надо придать къ ц-кюму а лля полу- 
чен1я требуемаго числа а-^к. Но правилу пропор- 
щональныхъ частей для опред'ЬлепЕя к^ надо разде- 
лить разность 1о§{ач-к) — 1о§а на 1о§(а-ь1) — 1о§а» 
т. с. $ надо разделить на А . Но, урав11е1пе (4) мо- 
жетъ быть написано въ вид'Ь: 
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ее 



8- А А =лл?1:=^\ 



отткуда 






сл'Ьдов. ошибка 9 происходящая зд'Ьсь отъ правила 
пропоршональныхъ частей , выразится числепною 
величиною второй части посл1>дияго равенства. Най- 
демъ ея предЪлъ. Такъ какъ 

Н <С ^9^^ — вА-<1, следовательно 

ан-ел "^ а ' 

Т. е. если приложить правило пропоршональныхъ 
частей къ числамъ большимъ 10000, ошибка про- 
исходящая отъ этаго при переходЬ отъ логариемовъ 

къ числамъ будетъ меи-Ье 754* Однако нельзя еще бу- 

детъ заключить, что первыя четыре циФры част- 

наго -д- , будутъ точныя, потому что къ предыдущей 

ошибки надо прибавить еще ошибку, происходящую 
отъ того, что д'1Ьлимое 8 и делитель А в'Ьрны толь- 
ко до половины еднницы. Эта посл'Ъдняя ошиб- 
ка , какъ мы вид'Ъли въ п? 16, им'Ьетъ выс- 

л 

шимъ пред'Ьломъ -д-. Но, въ таблицахъ Каллета, та- 
бличная разность А есть число о двухь или шрехь 
цифрахъ, поэтому всегда сов11туютъ продолжать Д'Ь- 

леше — для опред'1>лен1я А, только до сотыхъ долей. 
32. Опред'Ьлимъ еще ошибку отъ употреблен1я 
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правила пропорцвональныхъ частей при отысканга 
логариемовъ трпгонометрическихъ Функшн. 

Подожнвъ ({х) = 1од 810 ж, им'Ьемъ (' (ж) = ^ , 

X означаетъ длину дуги выраженную въ градусахъ, 
минутахъ и секундахъ. Пусть а означаетъ ближай- 
шей меньшШ уголъ къ х^ иаходящ1Йся въ табли- 
цахъ: уголъ х можетъ быть, по свойству таблицъ 
Каллета, бол'Ье а н'Ьсколькими секундами, число ко- 
торыхъ всегда будетъ мен^е 10. Пусть число се- 
кундъ на которое х бол'Ье а есть Л''; т. е. х мы по- 
лагаемъ равньшъ ач-Н^^ гл'Ь к < 10''; численная ве- 
личина Д^' есть к агс 1 ". Таблицы Каллета дадутъ ве- 
личины 1о§81па и 1од 510 ;ан- 10''); требуется найти 
1о§51п [а-^к^). 

По уравнешю (1), п°27, им'Ьемъ 

\о§ 8ш (а -ь к")—\оё 510 а, или 8 = ^^~щ агс 1 ", 

1ое8ш(а-н10")~1о881оа, или ^ = {^(^^^^^ агс 1 ". 

Вычитаемъ изъ перваго равенства произведен1е 

л 
втораго на т^; получшиъ 

(5) 8-АА=А1оёв.агсГ[^^^,-^(-^-^^ 

ИЛИ 

« 

3 -^Л = 102в.агс1 -:-; ^Л . , Т1П^\ 

Численная величина второй части этаго равен- 
ства представляетъ ошибку д'Ьлаемую для 8 , 



да 

когда вм'Ьсто ея, согласно правилу пропорцюналь- 
ныхъ частей, возьмемъ ^ Л . Чтобы опред'Ьлить пре- 
д'Ьдъ ея, им'Ьемъ: 
Л<10,агс1''=0,0000048...<^,Ио8«=0,434...<^р 

чрезъ это ближайш1н больш1Й цредЪ.1ъ количества 
Н 1о8 е агс 1 " будетъ 

44.49 

Чтобы определить пред'Ьлъ дробнаго множителя 
вшЬемъ 

а потому пред^лъ ошибки 8 — ^^ А будетъ 

44.(49)» ^ 11 

Еслиа = 5^8ша = 0,0871557, 

81п'а = 0,0075.... >^. 

Сл'Ьдов. пред^лъ ошибки отъ употреблен1я правила 
пропорщональныхъ частей, при отыскан1и логарие- 
мовъ синусовъ угловъ в1 пять и бол'&е градусовъ, 

меньше т^. Если присоединить сюда ошибку отъ не- 

в'Ьрностй А , то полная ошибка будетъ мев^ 

10^ -*- 2 "Ш '^' ®* ^®"*® 107* -^^ угловъ же меньшихъ 
5^, и въ въ особенности, мало разнящихся отъ нуля, 
ошибка отъ принят1я 8 = 7л ^ будетъ им-Ьть згже 
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в.11ян1е на десятичные знаки высшаго порядки. На- 
прим'Ьръ, для а = 3^, 

8ша= 0,052335, 8ш*а= 0,0026... > ^^ 

и с«1'Ьдов. Ь — То^ '^ 21о** ^* ®' ^^^ ошибка можетъ 
имсбть вл1ян1е на 6-ую десятичную циФру. Вотъ по- 
чему для угловъ меньшихъ 5^ существуютъ особыя 
таблицы, содержащ1я логариемы синусовъ и танген- 
совъ оть секунды до секунды. 

Въ обратной задаче, поданному логариему синуса 
ищется дуга, а-1-Д, ему соответствующая; сл'Ьдов. 
въ этомъ случа'Ь неизв'Ьстная величина есть число 
секундъ к. Изъ уравнен1я ( 5 ) им'Ьемъ 

^ —10 ^ — 10 ^ 1т^(5^аТ ~ Ч 

откуда 

д^ _А л Г 4у(ач-а|10")— ц(он-ел"п 

л 10 10 ^ 1в(а-наА") ^^' 

численная величина второй части равенства предста- 
вляетъ ошибку отъ приняпя т? в«4Ьето -г; но 

А<10,Ц(а-ь9|10")<1в(а-4-10'');1г(а-*-вО>1§а 
сл'Ьдовательно 

^^^ ^ ^ Ц(ач-10") — 1уо 

А 10 "^ Ца 

Если правило пропорщональности употреблять 
только для угловъ равны хъ и больщихъ5^, тоим']&мъ 

И следов, предыдущая ошибка меньше 751* Но , не 
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довъ употребляютъ т'Ь изъ посл'Ьднихъ, которые 
6ол1ье сходящгеся^ т. е. так1е, въ которыхъ сумма не- 
большаго числа первыхъ членовъ строки уже доволь- 
но приближенно выражаетъ величину количества раз- 
ложеннаго въ рядъ. 

По этому . при вычислеи1и количествъ посред- 
ствомъ раэложен1я ихъ въ строки, употребляютъ или 
знакоперелцькные ряды , въ которыхъ величина членовъ 
постоянно уменьшается, или однозначные, въ которыхъ 
отношенге обща?о члена строки къ его посл1ьдующему, 
сь увеличенгемъ числа членовъ ряда, стремится къ вели- 
чинть большей едгтицы. Опред'Ьлимъ погр'Ьшность этихъ 
двухъ родовъ строкъ, т. е. навдемъ высш1Й пред'Ьлъ 
величины суммы членовъ , сл'&дующихъ эа послед- 
нимъ изъ взятыхъ перв1>1хъ членовъ ряда. 

1°. Им-Ьемъ рядъ 

• * • ■ ' , 

(1) 5=и|— Па-низ— и4-|-....-Ы1^—и^^^-1-.... 

в-ь которомъ подъ и^,щ,.... можно разуметь и сум- 
мы н'Ькоторыхъ поел ЬдуюЕцихъ членовъ, им'Ьющнхъ 
оди11ак1е знаки; величина членовъ этаго ряда посте- 
пенно уменьшается. Означивъ чрезъ 8^^ ^, 5^, 5^^^^ .. . 
суммы п —г! 1,п,п-+- 1,..., первыхъ членовъ стро- 
ки (1), то есть положйвъ 

рядъ (1) можетъ быть написанъ въодномъ изъ сл'Ь- 
дующихъ видовъ: 
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двухъ ^ос^'&дующвxъ членовъ постояыно будетъ бо- 
л-Ье единицы. Пусть отношенЕя 

~ Щ^ ~ «*2» Л Из, ... м 

••г?-*-1 •*П-4-2 '•п-ЬЗ 

бол'Ье единицы; изъ нихъ им-Ьемъ: 



подетавивъ эти ведичины въ строку (2), она приметь 
видъ: 

ВсЬ в бол'Ье единицы , а выбравъ между ними на- 
именьшее д и зам'Ьннвъ последней век друг1я, полу- 
чимъ: 

Множитель, заключенный въ скобки, какъ безко- 
нечно-уменьшаяся (^^1) геометрическая прогрессЕЯ, 

им'Ьемъ пред'Ьломъ величину — - , поэтому 

Такъ какъ $ въ тоже время бсм'Ье «^, то заклю- 
чаемъ что рядъ(1) сходящШся; притомъ ошибка отъ 
ВЗЯТ1Я вм'Ьсто суммы всЬхъ членовъ, только сумму 
п первых'^^^^го членовъ, будетъ мен'Ье 



«п 



остается, для полнаго опред'Ьленвя этой ошибки, оты- 
скать величину в, 

Отношен1е -^^^^ , съ увеличен1емъ п стремится къ 



*П-1-1 
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иред'Ьлу к, который соотв'Ьтствуетъ величине п=со; 
потому к величина всегда изв'Ьстная. Но, это отноше- 
ше стремясь къ к^ можетъ къ нему приближаться, или 
постоянно уменьшаясь, или постоянно увеличиваясьвъ 

своей величин'Ь. Въ первомъ случа!), отношеше-^^ 

будетъ постоянно болЬе к^ и сд'Ьлается равнымъ к 
только при п=оо; сл'Ьдов. наименьшая величина от- 

ношен1я - -*^- будетъ самый нредЬлъ к. Во второиъ 

же случа'Ь, отиошен1е -^-^- будегь, начиная съ н'Ь- 

котораго члена ^^^_^_^9 постоянно мен1>е к; сл-Ьдов. наи- 
меньп1ая величина этаго отнои1ен1я, или в^ будетъ 

величина того отношен1я **^ = р, начиная съ ко- 

тораго , оно постоянно станетъ увеличиваться. 

И такь, взяеь вь однозначной строкгь 9^=Щ'-^Щ'^и^ 
-+- ...-+- 11^^ -I- Мд^| н- . . . удовлетворяющей условие 

что предгьм — ^- больше единицы^ сумму п первыхь 

ея членовб^ сдгьлалмъ ошибку^ меньшую ^^^ ?дп> к=1ип 

-^-, если отношенхе — ^^— , приближаясь кь к, умень^ 

шается\ или же ошибка суммы $^^ будетъ меныие -^1 

гдгь р = — ^^-, если отношенге этоу приближаясь кь Л, 

увеличивается. 

Зная погрешность ряда, легко уже будетъ опред«Ь- 
лить: сколько пужно взять первыхъ члеповъ строки, 
чтобы сумма им'Ьла данную ногр-Ьшность? Д'Ьйстви- 
тельно, предьидуш1я выражен1я погрешностей ря- 
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доаъ всегда будутъ вьцмпкатъся посредствомъ я* чи- 
сла члевогь, такъ что, для р'к1пен1я прелъидушат 
вопроса, придется только прмвскать такое число я^а 
я, чтобы выражеше погр'Ьшностп было менЪ; дан- 
ной величины. 

34. Сд-Ьлаемъ н-Ькоторма ирпложеи1я предыиу- 
ощхъ выводовъ , но , не забудемъ , что кром-Ь по- 
гр1»шностеп опред-кмаеммхъ двумя предъпдущимн 
прави.1амо« надо будетъ принять еще во вннманае по- 
гр'Ьшности огь неточности самыхъ вычнсляемыхъ 
членовъ строки, гд'Ь тавовыя встретятся. 

Предложнмъ себ-Ь найти величину тс съ 9 точ* 
ными десятичными знаками. 

Положивъ въ рядЬ 

(3) агсЩх = х — ^ 
^^ = 1 , напдемъ 



Х^ ЯР* Лр7 Д.Э 



4— <-1 



I I ._ ^ 



• • • 



во, этотъ рядъ малосходяшшся. 11азвавь чрезь а, 
величину дуги агс1д ^, им'кемъ 

^ 1— Цра 13' ^ 1— Ц^2а 119 

Но ут^ > 1, сл'Ьдов. 4а >' ^; озиачивъ разность 
чрезь 4а — ^ черезъ ^ нолучимъ 

Изъ посл'Ьдняго равенства, иодставляя вм'Ьсто а = 
агс1д ^, нандемъ 



Т9 



1д/1 1^^ 1 1^_^ ^_«1 ! * \ 

'"\5 3.5» 5.5* 7.5» 9.5» < 1.5" 13.5» » 1515^/' 

ошибка этой суммы (п^ 33,1^) будетъ недостающая^ 
какъ и должно быть, меньшая 9-го члена тттт? » т. е. 



17.5" 



меньшая 



1 

10^1 



Теперь каждый изъ этихъ осьми членовъ вычи- 
сляемъ съ 12 десятичными знаками, чтобы онтбка 

всей суммы была мен-Ь т^. Им'Ьемъ сперва 
^5-=^= 3,2000 0000 0000 

гг 1в 1в 1 1в 4 

Потомъ, какъ -^, ^^"в* 5*^^'в*й)'6* '^^ достаточно 
предыдущую дробь умножить на 4 и перенести за* 
пятую на два знака вл'Ьво; сд'Ьлавъ это, будетъ 



Н= 0,1280 0000 0000. 



1в 



Частное -р получится изъ этого , точно также, 

какъ ^3 получилось изъ -= , и такъ дал'Ье; следо- 
вательно 



1в 



^ = 0,00512000 0000 



15 



^^ = 0,0002 0480 0000 



15 



^ = 0,0000 0819 2000 



1в 



^^ = 0,0000 0032 7680 



..«■к.Г 



« -, ■ 

I 



9Ш 



1^3 = 0,0000 00013107 

11 = 0,0000 0000 0524 

Разд'Ьляя эти дроби, начиная съ р , соответствен- 
но на 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, и взявъ съ избыткомъ 
отрицательныя дроби, получимъ 

16 



5 

3.53 

16 
5.5 '^ 

16 



= 3,2000 0000 0000, 
= 0,0426 6666 6667, 
= 0,0010 2400 0000, 

= 0,0000 2925 7143, 



7.57 

^1= 0,0000 00910222, 
— 7^ = 0,0000 0002 9790, 

11.5'* 

*" =0,0000 00001008, 



13.618 



_ _^ = 0,0000 0000 0035, 

Сложивъ отд^кльно оодожительвые в отрицатель- 
ные члсвы, получивгь разность: 

3,20102491 1230 — 0,0426 95953635 

= 3,1583 28957595-нб.(е<^^Л; 
и сл'Ьдователыю 

16 ашд \= 3,1 583 2895 7595 -*-б,(б<55п-)- 
2 . Вычисленге 4 агс1д ^ съ шбыпшомь меныиимь 

--10. Положивъ . 

■ 1 • ■ ]^'*к- .• 



г" '• 






4^1, 
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:|< 



10»>» 



< 



(2п-|-1)2392^-*-' 

находимъ, ЧТО оно удовлетворяется при п ^ 2, а 
такъ какъ вычисляемое количество должно быть 
взято съ избыткомъ, то зам'1>чая что второй членъ 
отрицательный (?г® 33, 1^), надо будетъ взять первые 
три члена; каждый изъ нихъ надо вычислить съ 1 2 
десятичными, положительные съ избыткомъ, а отри- 
цательный по недостатку. 
Находимъ 

4 



239 



= 0,0167 36401674, 



что касается до двухъ другихъ членовъ, то замечая, 
что они могуть им'Ьть не бол'Ье шести значущихь 

циФръ (ибо характеристика ^^%^^Ш1 равна — 8), д.1я 

вычислен1я ЭТИХ!» членовъ, можно употребить лога- 
риемичестя таблицы, ибо он1)Даютъ шесть вЬрныхъ 
знаковъ въ числ'Ь (п° 31). Находимъ 



откуда 



Потомъ 



3(239) 



»^8 3(219)^ = 8.«897450, 



= 0,0000 0009 7666. 



я- 



откуда 



-V 



л^.^^л-Ьдоэ»^^ 



^=:0,о>]^^д^оодоо2. 



4 



Ч 



^Ч 
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4агс<д ^ = 0,0167 3630 401 — е',б' < ^. 
3°. Накоиецъ 
тс = 1 6 агс1д I — 4огс(д -^ 

= 3,1 58328957595 — 0,01 673630401 0-нен-е' 



= 3,1 41 592653585 н- (е -*- е'), /е-не' <-^5^^. 

Отбрасывая теперь десятичныя циФры , сл'Ьдуюния 
посл'Ь девятой, им1;емъ съ ведистаюшею ошибкою: 

тс = 3,1 41 592653 н- б",(б" < ^, н-:^^-. <^1,). 

Замгьчате. Изъ трехъ посл'Ьднихъ цифръ 585, 
которыя мы отбросили, первыя лв^ 58 точиыя; это 
произошло оттого что всЬ вычи€лен1я мы д'к1а.1и\ 
беря въ расчетъ большю пред'к1Ы могущихъ быть 
ошибокъ. Такъ не трудно удостов'Ьриться, что взявъ 

три члена ряда 4агс/^ ^оа^ ошибка отъ отброшенныхъ 
членовъ будетъ не только мен^ т^, но даже мен'Ье 

1 

1^; и какъ мы вычисляли первые три члена только 
съ дв'Ьнадцатью десятичными знаками, то ошибка 
^агс1д 23^ въ д'Ьиствителъяости мен'Ье 7512' ^ такъ 
какъ ошибка \^агс1д ^ уЭ^'Ье тт , сл'Ьдов. &ч^г <:С 






меньшем) ^^ =1о^' ""^ меньшую ^^,0- И такъ, 
узпаемъ а ро$(епоп, что 

3,1415926535 

есть приближенна^ величина тс по недостатку съ 10 
десятичными циФрами. О в'}>рности же одинадцатон 
цыФры, изъ предъидущаго хода вычислен1Й, ничего 
нельзя заключить. 

35. Предложимъ еще вычислить основап1е Непе- 
ревой системы логариемовъ по недостатку, съ 10-ю 
точными десятичными знаками. 

Изв'Ьстно, что 



2 "2.3 2.3.4 ■ • • • • 2.3...П 

Отношеше — ^ для этаго ряда равно п -*- 1 ; 01ю 

увеличивается постоянно съ увеличен1емъ г/, слЬдов. 
(п® 33,2^), взявъ п первыхъ членовъ строки сд'1;ла- 
емъ ошибку меньшую 



М»ЧЗ»»*1Ъ 



(р=;:п-+-1)— 1 2.3...(п— 1)п« 

Чтобы вычислить е съ 10-ю десятичными, надо оты- 
скать число п, удовлетворянннее у(мов1ю 

Узнаю, что это |1^^(|^г^^дрлрез^^§е^ при 
п> 1*; сл'Ьдов. въ ряд* (4^ч«адр''|й1!^'^ первыр 14 

членовъ,.^ ' ^"'' л1Ь1ми, ^а<^^у 



Л 

•V,.. 

".•^:., 



V 



^5»^ • 



знаками, чтобы сумма ошибокъ этихъ члсн<«'ь не 
имкла ВЛ1ЯН1Я на 11-ю десятичную. Эти |5члеиов'ь 
строки (4) сл'1>дуюиия : 

2 = 2,0000 0000 0000, 

^ = 0,5000 ооео 0000, 






-1-=0,1е(5й 6666 6660, 

2.4 ' 



1- = 0,041 6 6666 6666, 

2.3.4 



_-1_ = 0,0083 3333 3333, 

2.3.4.5 

-.-!-— = 0,001 3 8888 8888, 

2.3.4.5.6 



.,,,,^^, = 0,0001 9841 2698, 

2.з.4.;.о.7.8 =«'«<>«« ^^*80 «5»'' 
1 -.-=: 0,0000 0275 5731, 

2.3 Я.» 



Ц—- = 0.0000 0027 5573, 

2.3 9.10 ' 

2:з.-::Ьо-.и = «'«««^ «002 5052. 

•^- •'»'":.' ^: 0,000^6 0000 01 60, 

•>..Я 18.13 ' 



